1. VALOR ESPERADO DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Cuando se piensa en el valor esperado de una variable aleatoria, intuitivamente,
estamos pensando en un promedio ponderado de los valores que puede tomar la
variable y su probabilidad. Con eso en mente, se puede definir formalmente de la
siguiente forma.

DEFINICION: Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y). Entonces, el valor esperado de Y, E(Y), se define como:

E(Y)=> yp(y).
y
Si lo que se tiene no es una variable aleatoria, sino una funcién de ella, entonces
el valor esperado se calcula siguiendo el préximo teorema.

TEOREMA: Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y) v sea g(Y) una funcién de valor real de Y, entonces la siguiente expresion da
el valor esperado de g(Y)

Elg(Y)] =Y g(y)p(y).

Otra medida de importancia es la varianza, que se puede interpretar como la
dispersiéon de los valores de la variable aleatoria respecto al valor esperado.

DEFINICION: La varianza de una variable aleatoria Y, con valor esperado p, se
define como el valor esperado de (Y — u)?. Es decir:

V(Y)=E[(Y - p)?].

La desviacién estdandar de Y es la raiz cuadrada positiva de V(Y), y usualmente

es denotada como o, mientras que la varianza es denotada como o2.

EJERCICIO. Se lanza un dado una sola vez. Si Y es el nimero que aparece en la
cara superior, encuentre el valor esperado y la varianza de Y.

SOLUCION.
Como sabemos, si suponemos un dado justo, la probabilidad de cualquiera de las
caras es 1/6. Por lo tanto:

E(Y) = yp(y) = 1(1/6) + 2(1/6) + 3(1/6) + 4(1/6) + 5(1/6) + 6(1/6)

=(1/6)1+24+34+4+5+6)=21/6=7/2=35.
Por lo tanto i = 3,5, y de ahi

V(Y) = ElY — ) 23 (Y — w)%p(y)
— (1-3,5)2(1/6)+(2—3,5)*(1/6)+(3—3,5)2(1/6)+(4—3,5)> (1/6)+(5—3,5)*(1/6)+(6-3,5)*(1/6)
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=6,25/6 +2,25/6 + 0,25/6 + 0,25/6 4+ 2,25/6 + 6,25/6 = 17,5/6 = 2,9167.
% Fijese que se usa el teorema anteriormente visto, tomando g(Y) = (Y — u)2.

Ahora hay algunas propiedades de gran intéres acerca de el valor esperado y la
varianza.

TEOREMA: Si Y es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y) v ¢ es una constante, entonces E(c) = c.

DEMOSTRACION.
Sea g(Y) = ¢, entonces

E(e) =Y ep(y) £ ed ply) 2.

¢ Como ¢ es constante y no depende de y, sale de la suma. A Por teorema de la
clase anterior », p(y) = 1.

TEOREMA: Si Y es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y), g(Y) es una funcién de Y, y ¢ es una constante, entonces

Eleg(Y)] = cE[g(Y)].
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DEMOSTRACION.
Ejercicio.

TEOREMA: Sea Y una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y) y sean g1(Y), g2(Y), ..., gx(Y), k funciones de Y. Entonces,

Elgi(Y) +g2(Y) + .. + g1 (V)] = E[g1(Y)] + Elg2(Y)] + ... + E[gr(Y)].

DEMOSTRACION.
Ejercicio.

TEOREMA: Si Y es una variable aleatoria discreta con funcién de probabilidad
p(y), entonces

V(Y) = 0% = E[(Y — p)’] = BY?] - pi®.

DEMOSTRACION.
V(Y) = EB[Y - p)’] = B[Y? = 2Y pu + 7]
Tomando en cuenta los tltimos dos teoremas nos queda que:
= E[Y? — 2uE[Y] + 1

Pero como E[Y] = p, entonces



= E[Y?] = 2p% + pi* = B[Y?] — pi®.

EJERCICIO. Sea Y una variable aleatoria discreta con valor esperado p y varianza
02. Si a y b son constantes demuestre que

a) ElaY +b] = ap+b.

b) V(aY +b) = a%c>.

DEMOSTRACION.
Parte a)

Usando los teoremas anteriores
ElaY +b] = ElaY ]+ E[b] = aE[Y]|+b=au+b.

Parte b)

V(aY +b) = E[(aY +b)?] — (ap +b)* = E[a*Y? + 2abY + b*] — (a®p* + 2aby + b?)
= a’E[Y?] + 2abE[Y] + b* — a*p?* — 2abp — b* = a*(E[Y?] — pi?) = a*0?.



